Exemple de sujets - Epreuve d'ADS Mathématiques, Filiere MP

3.6

Travail demandé :

Il vous est demandé d’étudier puis de présenter le texte joint a travers un exposé de synthese
d’une durée comprise entre 15 et 20 minutes.

Si I’étude de la totalité du dossier et la préparation d'un exposé cohérent dans la durée impartie
ne vous parait pas possible, vous pouvez décider de vous limiter a une partie du dossier.

Remarques générales :

1. Les textes proposés, quelle que soit leur origine, peuvent présenter des défauts (coquilles ty-
pographiques, négligences ou sous-entendus de I’auteur, voire erreurs. . .) qui, sauf exception, n’ont
pas été corrigés.

2. Les textes proposés peuvent contenir des exercices qu’il n’est pas demandé de résoudre.
Néanmoins, vous pouvez vous aider des énoncés de ces exercices pour enrichir votre exposé.

3. Vous pouvez annoter les documents qui vous sont fournis. Vos annotations ne seront pas
regardées par I’examinateur.



METHODES DE CALCUL
DES VALEURS PROPRES
ET DES VECTEURS
PROPRES

Introduction

Pour calculer des approximations de 'ensemble des valeurs propres d’une matrice A,
une idée couramment exploitée consiste a construire une suite de matrices (Py )1 telle que
les matrices P1AP, “convergent” (dans un sens & préciser ; en effet, il ne s’agit pas
toujours d’une véritable convergence) vers une matrice de valeurs propres connues,
¢'est-a-dire diagonale ou triangulaire.

Ceite idée est & la base de la méthode de Jacobi pour les matrices symétriques (cf.
paragraphe 6.1), ol les matrices Py sont des produits de matrices orthogonales “élémen-
taires” trés simples & construire. On peut alors montrer que (théoréme 6.1-2)

lim P;lAP; = diag (4)).

k—»oc

ol les nombres 2; sont les valeurs propres de la matrice A (& une permutation prés).
Lorsque ces derniéres sont toutes distinctes, on établit que les vecteurs colonnes des
matrices P, constituent de surcroit des approximations des vecteurs propres de la matrice
A (théoréme 6.1-3).

Pour des matrices guelcongues, la remarquable méthode QR, dont le principe est
décrit au paragraphe 6.3, reléve de la méme idée. Utilisant & chaque itération de la
méthode la factorisation QR des matrices (¢f. paragraphe 4.5), on construit une suite
de matrices (Py) telle que, moyennant certaines hypothéses assez restrictives (¢f. théoréme
6.3-1),

lim (PIAPY); =0 pour j<i,

k»oo

fim (Pk_]APk)ii = ).,-,

k—»oc
les scalaires Z; étant les valeurs propres de la matrice A, sans qu’on puisse rien dire de la
convergence des éléments (P71AP,), i </ ; il s’agit donc seulement d’une “pseudo-
convergence” de la suite (P *APy). On trouvera également au paragraphe 6.3 quelques
compléments sur la convergence de la méthode (sans démonstration) et sur sa mise en
ceuvre pratique (mise préliminaire sous forme de Hessenberg, méthode QR avec transla-
tions, etc.).
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On notera Pabsence de méthodes de calculs de 'ensemble des valeurs propres des
matrices quelcongues a partir du polyndme caractéristique. C'est d’ailleurs exacrement
linverse qui se produit : pour calculer 'ensemble des racines d’un polyndme de degré
élevé, il est en effet courant d’appliquer la méthode QR & sa compagne (qui est précisé-
ment déja une matrice de Hessenberg : ¢f. paragraphe 2.1) !

Drautres méthodes permettent de calculer seulement certaines valeurs propres sélection-
nées. C’est le cas notamment de la mérhode de Givens-Householder que nous étudions au
paragraphe 6.2, et qui s’applique aux matrices svmétrigues : on commence par réduire une
telle matrice a la forme rridiagonale 4 Vaide de matrices de Householder (introduites au
paragraphe 4.5), puis un ingénieux procédé de Givens permet le calcul approché, avec une
précision arbitraire, d’une valeur propre de rang donné d’une telle matrice.

On décrit enfin au paragraphe 6.4 un procédé trés répandu de calcul d’un vecteur
propre correspondant a une valeur propre particuliére dont on connait déji une approxi-
mation, appelé méthode de la puissance inverse, et on donne (Théoréme 6.4-1) des con-
ditions suffisantes pour sa convergence.

6.1. La méthode de Jacobi

Cette méthode s’emploie lorsque 'on cherche routes les valeurs propres, et (éventuelle-
ment) fous les vecteurs propres, d’une matrice symétrigue. Elle s’applique bien aux matrices
pleines.

Une matrice symétrique A est diagonalisable : il existe une matrice orthogonale O telle
que (théoréme 1.2-1)

OTAO =diag (A, 4y, ..., A,),

oli les nombres A; sont les valeurs propres, multiplicités comprises, de la matrice A.
On rappelle que les vecteurs colonnes de la matrice O forment un ensemble orthonormal
de vecteurs propres, le i-éme vecteur colonne étant un vecteur propre associé a la valeur
propre 4;.

Partant de la matrice A = A,, la méthode de Jacobi consiste & construire une suite
(£21) =1 de matrices orthogonales “éiémentaires” (dont la forme, trés simple, est donnée
au prochain théoréme), en s’arrangeant pour que la suite de matrices (encore symétriques)

Apy =2TA02 =(Q,2, ... QITAER,Q, ...y, k=1,

converge vers la matrice diag (4;), 4 une permutation des indices prés (théoréme 6.1-2).
On peut alors s’attendre (au moins dans certains cas ; ¢f théoréme 6.1-3) i la convergence
de la suite des matrices orthogonales

Or =0,9, ... O

vers une matrice orthogonale dont les colonnes forment un ensemble orthonormal de
vecteurs propres de la matrice A.
Le principe de chaque transformation

Ak = Ak =2fA2,, k=1,

est d’annuler deux éléments hors-diagonaux en position symétrique, soit (Ax)s, €t (Ag)gps
de la matrice Ay, suivant un procédé trés simple, que nous allons décrire et étudier.
Pour alléger écriture, nous posons “provisoirement”

A=A =(ay), Ak =B=(b;, =0

Le choix effectif du couple (p, ¢) sera décrit plus loin.
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Théoréme 6.1-1. Soit p et q deux entiers vérifiant 1 << p < ¢ = n, et @ un nombre réel,
auxquels on associe la matrice orthogonale

q
¥ +
1
1
1
cos O sin 6 - p
O = 1
1
1

(—sin &) © cos O - q

(1) Si A = (a;;) est une matrice symétrique, la matrice

B = QTAQ = (b;),

également symétrique, vérifie

i

n . 7
Z b;f,- = Z aé.
= 1

1 iz
(2) Si a,, 0, il existe une et une seule valeur du nombre @ dans Pensemble

]—1‘:-, 0[U]0, %‘] telle que

by = 0;

c’est la seule solution, dans le méme ensemble, de Péquation

a,.—a
cotg 20 = LL_PP

Le nombre 0 étant ainsi choisi,

DimonsTrRATION. (1) 1l est facile de vérifier que la matrice £2 est orthogonale. La norme
||+ Hg étant invariante par transformation orthogonale (théoréme 1.4-4),

%a?,— =lAl} = [|OTAO|E = ¥ 8.

Li
(2) On remarque ensuite que la transformation portant sur les éléments- d’indices
(p. ). (P, 9). (g, p). (g, q)s’écrit sous la forme

(bm, bpq) - (cos 6 —sin 0) (am, a,,q) ( cos @ sin 0)
by  bgg sinf  cos0/ \a,, ag/ \—sin@ cosf
et le méme raisonnement qu’en (1) montre que

012717 + a,?q +2"127q = by, +bg, +2b12711
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pour toute valeur du nombre 8. Comme
dpp—tpo .
byg = byp = ay, cos 23+—3‘3-2—q—q sin 20,

Ie choix du nombre 8 indiqué dans ’énoncé entraine
by = by =0, etdonc @, + al,+2d5, = b, +b,
Comme par ailleurs a;; = b;; pour i 3 p et i # g, la démonstration est complete.

REMARQUES. (1) La matrice 2 représente une rotation d’angle 8 dans le plan des p-éme
et g-éme vecteurs de base, ce qui est une autre fagon de voir qu’elle est orthogonale.

(2) On note également que seules les p-¢me et g-éme lignes et colonnes de la matrice A
sont modifiées dans la transformation A — B = QTAQ. De facon plus précise, pour
toute valeur de 'angle 6,

bj =a; st I#pg et j#p,gq,
byi = ap; cos B—ay;sin@ si i # p,gq,
by = ap; sinB+agcos8 si 15 p,g,
byp = ap cos? O 4-ay, sin® 6—a,, sin 20,
by = ayp sin® O +ay, cos® O4-a,, sin 20,
byy = byp = Gy, cos 204 ”2 7 sin 26.

(3) Grace aux relations existant entre les fonctions trigonométriques, les éléments
de la matrice B sont, malgré les apparences, déterminés par des relations algébriques a
4 1 q
partir des éléments de la matrice A ; on calcule successivement les quantités suivantes :

w=29"% (= cotg 20),
26y

7
ou bien ¢ == la racine de plus petit module (car t=1gf et |f]= z)

du trinbme  £24-2x1—1 =0, si x #0,
oubien r=1 s =0

¢ = i {(=cos B)
H
P =sinf
s V1+t (=sin 6)

Les formules donnant les éléments de la matrice B peuvent alors étre réécrites sous la
forme suivante (le vérifier)
by = cap;—sag, I # p,q,
by = cagitsap;, 1 # p,q,
bpp = app—1apg,
bgg = Gqqt1apg, |
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Décrivons maintenant une étape de la méthode de Jacobi. La matrice A, = (a,’;)
étant connue, on choisit un couple (p, q), p # g, pour lequel I’élément a , n'est pas nul ;
puis on construit la mafnce.Qk comme la matrice Q du théoréme 6.1-1, $t angle 0 étant

choisi dans ’ensemble ]—— o[ruJlo, 4] de telle fagon que
P
cotg 28[( =_9 kapp ,
2“3’?
et ’on pose
A =8 = (af*h).

On distingue trois stratégies pour le choix du couple (p, g).
(i) Méthode de Jacobi classigue : on choisit I'un des couples pour lesquels

!a;fq} = max Ia,!‘j;‘.
177
Bien entendu, les couples (p, ¢) ainsi déterminés varient avec Pentier k : ¢’est uniquement
pour alléger ’écriture que nous ne rappelons pas cette dépendance.

(ii) Méthode de Jacobi cyclique : la recherche du plus grand module des éléments
hors-diagonaux prenant un temps assez long dans la méthode de Jacobi classique, on
annule successivement tous les éléments hors-diagonaux par un balayage cyclique, tou-
jours le méme: par exemple. on choisit les couples (p. ¢) dans I'ordre suivant :

1,2, 1,3), ..., (Ln; 2,3), ..., 2,1, ...; —1Ln.

Naturellement, si I'un des éléments “balayés” est déjél nul, on passe au suivant (du point
de vue matriciel, ceci équivaut au choix ; = 0, soit 2, = I).

(ill) Méthode de Jacobi avec seuil : on procéde comme dans le cas de la méthode de

Jacobi cyclique mais on omet d’annuler les éléments hors-diagonaux dont le module est
inférieur a un certain seuil, qui diminue avec chaque balayage . il semble en effet inutile
d’annuler des éléments hors-diagonaux “déja” trés petits en valeur absolue, alors que
d’autres sont encore d’un ordre de grandeur beaucoup plus élevé.
Attention ! Quelle que soit la stratégie choisie, il est bien évident que les éléments annulés
a une étape donnée peuvent étre ensuite remplacés par des éléments non nuls. Sinon, on
obtiendrait la réduction a une matrice diagonale en un nombre fini d’itérations, ce qui
est impossible, comme nous I’avons déja indiqué au paragraphe 2.1.

Nous allons étudier la convergence de la méthode de Jacobi en nous bornant au cas
le plus simple (celut de la méthode classique) et sans chercher d’estimations de l'erreur;
les lecteurs intéressés par des compléments concernant la convergence des méthodes de
Jacobi classique et cyclique se reporteront avec profit aux articles ()(3()(4). On peut d’ores
et déja remarquer que la convergence est rendue possible par le fait que /g somme des
carrés de tous les éléments des matrices Ay reste constante, alors qu’a chaque étape la
Somme des carrés des éléments diagonaux s’augmente de la somme des carrés des deux
éléments annulés (c’est ce qu'exprime le théoréme 6.1-1). On peut donc espérer que les
matrices Azvont converger vers une matrice diagonale, et que cette matrice diagonale

(1 Henracl, P., On the speed of convergence of cyclic and quasicyclic Jacobi methods for com
puting eigenvalues of Hermitian matrices, J. Soc. Indust. Appl. Math., 6 (1958}, 144-162.

(%) Henricl, P, ; ZIMMERMANN, K., An estimate for the norms of certain cyclic Jacobi operators,
Linear Algebra and Appi., 1 (1968), 489-501.

(%) van Kempen, H. P. M., On the convergence of the classical Jacobi method for real symmetric
matrices with non-distinct eigenvalues, Numer. Math., 9 (1966), 11-18.

(¢ van Kempen, H. P. M., On the quadratic convergence of the special cyclic Jacobi method,
Numer. Math., 9 (1966), 19-22.
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sera précisément la matrice diag (4,) & une permutation des indices prés ; c’est effective-
ment ce que nous démontrons dans le théoréme qui suit (’approximation des vecteurs
propres est examinée séparément).

Pour éviter des situations triviales, on suppose dans ce qui suit que max iag-l >0

iy
pour tout entier £ = 1. On rappelle que &, désigne 'ensemble des permutations de
Pensemble {1,2, ..., n}.

Théoréme 6.1-2 (convergence des valenrs propres pour la méthode de Jacobi classique).
La suite (A ) =1 de matrices obtenues par fa méthode de Jacobi classigne est convergente,
et

lim Ak - diag(ﬂ.o(,-))

koo

pour une permutation convenable o € S,,.

DiMoNsTRATION. (1) Commengons par démontrer un lemme, qui joue un réle essentiel
dans la présente démonstration aussi bien que dans celle du prochain théoréme : soit X
un espace vectoriel normé de dimension finie, et (x;) une suite bornée dans X, admertant un
nombre fini de valeurs d’adhérence, et telle que lim || xp,1—x; |l = 0. Alorsla suite

k>0

(xz) est convergente (vers 'une de ses valeurs d’adhérence, naturellement . . .).
Soit en effet a,, 1 = y == M, les valeurs d’adhérence de la suite. Pour tout ¢ > 0, il
existe donc un entier /(¢) tel que

M
k= l(e) = x; € U Bla, ; ¢,

=1

en notant Bla:g) = {x € X ;|{x—al| < ¢}. Sinon, il existerait une suite extraite (x)
telle que

M
xp § {U B(a,,, s)} pour tout k' =1,
=1

Comme cette suite extraite est encore une suite bornée d’un espace de dimension
finie, il existerait une nouvelle suite extraite (x;-) qui convergerait vers un point

M
x’ {U Bla, ; e)} . Mais alors x”’ serait une valeur d’adhérence de la suite (x;) dis-
=1
tincte des points a,, ce qui contredit Phypothése.
Le choix particulier

|
€y =— min [la,~a,|| >0

ap
montre Pexistence d’un entier /; tel que
M
k= ly= € ,91 Bl 5 20l

Hxpqp1— x|l = &
De la sorte,
xk € Bla, ; £g) => x451 € Bla, ;&) pourtout k=l

et le lemme est démontré,
(ii) Revenant & la démonstration proprement dite de la convergence de la méthode de
Jacobi classique, posons, pour tout entier k = 1,

déf A
Ay == (a{}) = Dy +B;, avec D, = diag (a5),
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et montrons dans un premier temps que lim B, = 0. Les nombres

koo

eg=y ldi® =B}, k=1,
ixj

vérifient d’une part (¢f. théoréme 6.1-1)
Erp1 = E—2dhy 1%,

et, d’autre part (par définition de la stratégie adoptée dans la méthode de Jacobi classique),
e = n(n—1) |k, 12,

puisqu’il y a n(n— 1) éléments hors-diagonaux. Combinant ces relations, on obtient

2
={]—-—— =
Fk+1 ( n(n— 1)) £

ce quimontre que lim g = 0.

- koo
(iii) Montrons que la suite (D,) Wa qu'un nombre fini de valeurs d'adhérence, qui sont
nécessairement de la forme diag (l(,(,-)), o € ©,. On rappelle que 11, 12, .., A, désignent

les n valeurs propres de la matrice A, supposées rangées une fois pour toutes dans un
ordre déterminé, mais arbitraire.
Si (Dy) est une suite extraite convergeant vers une matrice D, alors on a aussi

Iim Ak’: D car Ak': Dk'+Bk" et lim Bkl =0,

K —>o0 k' o0
et donc (considérer les coefficients du polynOme caractéristique)
dét (D—AD) = lim dét (A, —AI) pour tout A€ C.
k' —>oc0
Comme
dét (Ap—Al) = dét (A—AI) pour tout A€ C,

puisque les matrices Ay et A sont semblables, on déduit que les matrices Aet D = lim D,
Kk —>oc
ont le méme polyndme caractéristique, et donc mémes valeurs propres, multiplicités
comprises.
Comme D est une matrice diagonale (c'est la limite d’'une suite de matrices diagona-
les), il existe une permutation g € &, telle que

D = diag (oqp).

(iv) Montrons que lim (Dj,;—Dy) = 0. On vérifie que
k—»oo
0 si 7 # p,q,

Kl ok _ oo
H—a; =1 —tglial, si i=p,

2
tgldt, si i=gq.
Comme

T .
|0k]<—4~ et |d%| =<||Billg avec lim By =0,

k—occ

la conclusion s’en déduit.
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(v) Conclusion. La suite (D) est bornée, puisque

IDille < Aklie =l Allg

(¢f. théoréme 6.1-1). Alors d’aprés le lemme (partie (i) de la démonstration), la suite
(D) converge, et sa limite, qui est P'une de ses valeurs d’adhérence, est nécessairement de
la forme diag (Ao(;), 0 € &, (cf. (iii)). Comme A = Dy+By, on déduit que la suite
(Ay) est également convergente, avec lim A; = lim Dy. ]

K —»o00 ko0
Passons maintenant & la convergence des vecteurs propres. On rappelle les relations
Ak+1 =Q}£Akgk = OEAOk, ou O;( = QIQZ e Qk‘

Théoréme 6.1-3 (convergence des vecteurs propres pour la méthode de Jacobi classique)-
On suppose que toutes les valeurs propres de la matrice A sont distinctes.

Alors la suite (O 1 de matrices construites dans la méthode de Jacobi classique con-
verge vers une matrice orthogonale dont les vecteurs colonnes constituent un eusemble
orthonormal de vecteurs propres de la matrice A.

DEMONSTRATION. Le lemme établi au point (i) de la démonstration précédente va a
nouveau jouer un rdle crucial.

(i) Montrons que la suite (Oy) W’a qu’un nombre fini de valeurs d’adhérence, qui sont
nécessaivement de la forme

‘e ipo(”) )9 66@'}:3

( +rey | FPo@)

ol p1. Py, .. .. Py désignent les vecteurs colonnes de 1a matrice orthogonale O intervenant
dans la relation

OTAO = diag (A3, Ag, + . A).

Soit (O,.) une suite extraite de la suite (O,) convergeant vers une matrice (orthogonale)
O’. D’aprés le théoréme précédent, il existe une permutation ¢ € ©,, telle que

diag (Jo(») = lim Ap = lim (OLAO) = (O)TAQ,

k& ~»o0 k' ~» o0

et I'assertion est démontrée. On notera que "hypothése selon laquelle les valeurs propres
de la matrice A sont toutes disiincres est utilisée de fagon essentielle pour conclure &
Pexistence d’un nombre fini de valeurs d’adhérence.

(ii) Montrons gue lim (O 1—O%) = O. Par construction, P'angle 0, vérifie
Km0

14
tg26k S p— -, - IB;(ls——.

k )
gy ”ﬁp 4

Utilisant le théoréme précédent et (de nouveaun) le fait que toutes les valeurs propres de
la matrice A sont distinctes, on conclut 4 Pexistence d’un entier / tel que

| B
_agp[ = -z—r‘n;? [A—4;] >0

k=1=|d,
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comme les couples (p, g) varient avec I'entier k, on ne peut pas affirmer que les suites
(ak,) et (a%,) convergent). Comme par ailleurs lim @k, = 0. on a donc établi que

k—>oco

lim Gk =0, etdonc lim Qk =1

k—0 k-—»co

(se reporter A ’expression de la matrice {; en fonction de I'angle 0)). Comme enfin
O 41— O = Op(824 41— D),

P’assertion en découle, puisque /a suite (Oy) est bornée (on rappelle que la norme || - ||,
d’une matrice orthogonale vaut 1), On dispose donc de tous les éléments nécessaires &
I’application du lemme, ce qui termine la démonstration. B

Les démonstrations des théorémes 6.1-2 et 6.1-3 données ci-dessus sont dues 2
Michel Crouzeix.

6.2. La méthode de Givens-Householder

C’est une méthode particuliérement bien adaptée a la recherche de valeurs propres
sélectionnées d’une matrice symétrique, par exemple toutes les valeurs propres situées
dans un intervalle déterminé A I’avance, ou bien les valeurs propres d’un rang donné
(en les supposant ordonnées par ordre croissant), etc. . De plus, cette méthode permet
d’approcher chaque valeur propre avec une précision variable, selon le rang de la valeur
propre considérée, au gré de I'utilisateur. Par contre, cette méthode ne fournit pas les
vecteurs propres correspondants, qu'il faudra chercher par des moyens séparés (cf.
paragraphe 6.4).

La méthode de Givens-Householder comprend deux étapes :

(i) Etant donné une matrice symétrique A, on détermine une matrice orthogonale P
d’un type particulier telle que la matrice symétrique PTAP soit tridiagonale. Cette étape,
qui ne nécessite qu’un nombre fini d’opérations élémentaires, constitue la méthode de
Householder de réduction d’une matrice symétrique & la forme tridiagonale.

(ii) On est ainsi ramené au calcdl des valeurs propres d’une matrice symétrique tridiago-
nale, qui s’effectue par la méthode de Givens appelée encore méthode de bissection.

Commencgons par la description de la méthode de Householder. Etant donné une
matrice symétrique A = Ay, on détermine de proche en proche (n—2) matrices orthogo-
nales H;, Hy, ..., H,_» telles que les matrices

Ak = H{—lAk—lHk—l = (H1H2 e Hk__l)TA(Hle e Hk—l)y l=k= n—-z,

soient de la forme

X X
X X X
X X X T
aj,
X X X .
A= X XX X X X X — k-éme ligne
XX X X X X
XX X X X X
~ XX X X X X
4 | X | X X X X X
XX X X X X
{

k-éme colonne
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De la sorte, la matrice (encore symétrique)
A1 =HH, ... H_a)TA(HH, ... Hy_2)

est tridiagonale d’une part, et semblable a la matrice donnée A, d’autre part, la matrice
orthogonale P cherchée étant le produit P = H,H, ... H, _o.
Dans la présente méthode, chaque trapsformation Ay — Ap,1 = HgAka est effec-
tuée a 'aide d’une matrice de la forme
'y, } 0
Hy = . ——— 1}, Ix = matrice unit¢ d’ordre k.
| 0 ‘ Hy !

Dans ces conditions, les propriétés de la multiplication par blocs des matrices montrent
que la matrice HY A (H, est de la forme (le vérifier)

X X
X X X
X X X -
KX X % Hx
HIAH, — a ;%;: ;: i: ;< ;: ~ k-éme ligne
X[ X X X X X
X| X x % x X
~T/“
flal x| x X x %X X
X| X X X X X
|

k-éme colonne

ol ay désigne le vecteur colonne de R"~* de composantes les éléments af, k+1 =i <n,
dela matrice A, = (af), les éléments af, 1 < i,/ = k, de la matrice Ay, restant inchangés.
I suffit donc de s’arranger pour que le vecteur fl,'(rak € R" ait toutes ses composantes
nulles sauf la premiére, la matrice Hy, étant orthogonale et “aussi simple que possible a
construire”.

Cet objectif va étre atteint trés simplement A aide des matrices de Householder
introduites au paragraphe 4.5 et qui, rappelons-le, sont des matrices  la fois symétriques
et orthogonales de la forme particuliére :

oY
H(v) = I—2~ﬁ-1;—, v 1 vecteur non nul.

n

Si Y lafi =0, il résulte en effet du théoréme 4.5-1 qu’il existe un vecteur
i=k+2

e € R?"% tel que le vecteur H(w) a, € R7— ait toutes ses composantes nulles sauf la

premiére, On posera donc ﬁk = H(?,). Natureliement, si af = O0pour i = k42, ....n,

on choisit f]k =1 (on rappelle qu’on a convenu de considérer la matrice unité égale-

ment comme une matrice de Householder). _

On dispose maintenant de tous les éléments nécessaires a la description du passage de
la matrice Ay & la matrice Ay, = HFA H, :sidf =0 pour i =k+2, ..., n, la ma-
trice Ay est déja de la forme Ay .1, et il suffit de poser Hy = L. Dans le cas contraire, on
construit la matrice Hy 4 ’aide de la matrice H, = H(y), comme indiqué précédem-
ment,
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11 est d’ailleurs loisible de considérer la matrice H;, comme étant elle-méme une
matrice de Householder :

D?)
H, = H@y) = I— ,’,S"
A

le vecteur v; € R” ayant ses k premiéres composantes nulles, les (n—4&) derniéres étant
celles du vecteur 7, € R?—%,

De ces considérations et du théoréme 4.5-1, il résulte qu’il existe deux choix possibles
pour le vecteur vy, A savoir

Oeer O

i=k+1

n N 172

Vg = ak+1 P Z 501k|2 ’
k+

ak-;»‘_’,k

.
.

k
Qnk

le choix eﬁ"ectif du signe dans U'expression de la (k+1)-éme composante étant celui

de I'élément ak +1, k (pour éviter des dénominateurs trop petits”). )
Une fois le vecteur »; déterminé, les éléments a"“ k+1 =1i,j =n, de la matrice

Ay = (@ J“) sont obtenus de la fagon suivante: on calcule successwement les vecteurs

Wi = (Uk vk)_1/2 Vses
ar = 20—wwih) Apw,,
de composantes (wf) et (g¥), respectivement. Alors la matrice A1 prend la forme

Ay = Ak—wkqg-‘hcw{,
de sorte que
aﬁ;‘” = af ——w"qk giwk, k+l=<ij=n

ReEMARQUE. Le conditionnement condy, (A) n’est pas modifié par cette méthode :
condy (A) = condy (Ag) pour k =1, ..., n—1,

puisqu’il est en effet invariant par transformation orthogonale (théoréme 2.2-3) ; c’est
13 un intérét de la méthode, du point de vue de la “stabilité numérique”. [ |

Notons au passage le résultat suivant, qui résume Papplication de la méthode de
Householder :

Théoréme 6.2-1. Etant donné une matrice symétrique A, il existe une matrice P, produit de
(n—2) matrices de Householder, telle que la matrice PYAP soit tridiagonale. [ ]

Passons ensuite a la description de la méthode de Givens de recherche des valeurs
propres d’une matrice symétrique tridiagonale :
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On observe tout d’abord que si 'un des éléments ¢, est nul, 1a matrice B est déja décom-
posée en deux sous-matrices diagonales du méme type. On peut donc supposer, sans
restreindre la généralité, que

¢; #0, 1=i=n—1.

Nous allons commencer par établir que les racines des polyndmes caractéristiques des
sous-matrices
by ¢
cq b, Cy

ci1 b

ont des propriétés d’“emboitement” tout a fait remarquables, illustrées a la figure 6.2-1
ci-apreés.

Théoréme 6.2-2. Les polynémes p{2), A ¢ R, définis pour i =0,1, ..., n, par les formules
de récurrence :

Po()t) =1,

Pl(}') = bl"‘}o

PiA) = (b—A)pi1(A)—ci1pi_o(R), 2=<i=n,

ont les propriétés suivantes :
(1) Le polynome p; est le polynéme caractéristique de la matrice B;, 1 < i <n;

(2) lim p(l) =+, Il <i=nj
2

o — OO

(3) P(A0) =0 = pi 1(AIPis1(Ao) <0, 1=<i=n—1;

(4) Le polynéme p; posséde i racines véelles distinctes, qui séparent les (i+1) racines du
polynéme p; 1, 1 < i < n—1, comme Uindique la figure 6.2-1.

pﬂv--—-——-f—-———
l
i
P \"”“\ibl
oy Nr—

{

A

/

g
]
i

¢ impair) P'M
Pist ! ; 1 :

F1G. 6.2-1.

t
i
1
'
]
i
i
3
'
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DEMONSTRATION. (1) Cette propriété se vérifie en développant le déterminant dc
la matrice (B;—AI) par rapport 2 la derniére ligne (ou colonne).
(2) On voit aisément par récurrence que le mondme de plus haut degré du polyndme
prest (— DAL
(3) Supposons que pi{%g) = O pour un entier vérifiant 1 =<7 < n—1. De la relation
de récurrence, on déduit -
Pi-;»l(;-o) :“C?Pi-l(}‘o)»

ce qui entraine (on a supposé ¢; % 0) :
{ ou bien p;_1(2g)pisilZg) < O,
ou bien p;_1(%g) = p(%y) = pisiZg) = 0.

Dans la seconde éventualité, la relation de récurrence (jointe a nouveau a 'hypothése
¢; # 0,1 =1 = pn—1)montre que

Pi(;'*o) = Pi-l(;~o} L. = Pl(;-o) = Po(zo) = 0,
ce qui est exclu puisque po(4) = 1.
(4) Cette propriété est une conséguence des propriétés (2) et (3). ||

Une suite de polynémes vérifiant les conditions (2), (3), (4) du théoréme précédent est
appelée suite de Sturm. La méthode de Givens repose sur une propriété tout 2 fait
remarquable d’une telle suite, qui est de permetire un calcul immédiat du nombre des
racines < p, g € R donné, de chacun des polyndmes de Ia suite, comme le montre le
résultat ci-dessous.

Théoréme 6.2-3. Soir i un entier vérifiant 1 =< i = n. Etant donné un nombre HER, on
pose
signe de  p(u) si p(u) # 0,

sgn p((L) :{ . ,
signe de  p;_1(u) si p(u) = 0.

Alorsle nombre N(i ; 1) de changements de signes entre éléments consécntifs de Pensemble
ordonné

E(i; u) = {+,sgn pi(1), sgn pa({), . . .,sgn p( )}

est égal au nombre de racines du polyndéme p; qui sont < (1.

DEMONSTRATION. On vérifie pour commencer que Vexpression sgn p,(A) est définie
sans ambiguité dans tous-les cas puisque p,(A) = 0 = p;_1(~) # 0 d’aprés le théoréme
précédent. Puisque

p=b = E ={+, +}=>Nl;p =0,
b1<!‘="E1(ﬂ)={+»—}=>N(1;H)=1,

V’assertion est vraie pour / = 1.

Supposons la propriété vraie pour les entiers 1, 2, ..., i et montrons qu'elle est encore
vraie pour Pentier (i+1). Appelant A}, ..., 2l et A1+1, | . 2I+1les racines, rangées par
ordre croissant, des polyndmes p; et p; . ; respectivement, nous avons

i . " "
).1«: <A’N(i;,u)<f‘</'N(i;,u)+1( «:A;,

par définition de Pentier N{7 ; u), et par ailleurs

i i+1 i
Heas wy =< M me1 < Mg marr
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d’aprés le théoréme précédent. Il suffit alors d’examiner les différents cas possibles (c¢f.
figure 6.2-1) :

M wy < p=<MEl o1 = sen pr (@) = sgn pp) = NG+1;5 = NG ; u);

21'.\/*(?1; i1 < B < ;a1 = sen pi () =—sgn pu) = N(i+1; p) = NG, p)+1;
My s w1 = @ = sgn pu) = sgn p;_y(u) = —sgn p; 1(w) = NG+1; w) = NG, w+1

(dans la derniére implication, on utilise de fagon essentielle la propriété (3) du théoréme
précédent). n

REMARQUE. Appelons M(i; p) le nombre de paires consécutives de méme signe
({+. +} ou{—, —}) trouvées dans I'ensemble ordonné E(i ; u) ; par exemple, si

EQ0:; wy ={+,+, — +, — — +. —, —, —, +}
M(10 ; p) = 4, tandis que N(10 ; w) = 6. On vérifie d’ailleurs facilement que
MG; w+NG;p) =i pour i=1,...,n

de sorte que le nombre M(i ; u) est égal au nombre de racines du polynéme p; qui
sont = . |

Le résultat du théoréme 6.2-3 permet d’approcher d aussi prés quon veut les valeurs
propres de la matrice B = B,, et méme de calculer directement une valeur propre de rang
donné. Supposons en effet qu'on souhaite approcher la i-éme valeur propre 4, = 2;’
de la matrice B, I'entier i étant fixé {on suppose comme précédemment les valeurs propres
Y S A, rangées par ordre croissant; on rappelle qu’elles sont toutes distinctes d’aprés
le théoréme 6.2-2).

On commence par déterminer un intervalle [a,, b,] dans lequel on est siir de trouver
cette valeur propre ; par exemple, on choisit a, =--by = ||B||; ou ||Bl|. (théoréme
1.4-3), ou bien on utilise le théoréme de Gerschgorin (exercice 1.1-5). On note ensuite
¢o le milicu du segment [a,, by] puis on calcule Uentier N(n ; ¢y) (avec les notations du
théoréme 6.2-3 ; on rappelle que p, n’est autre que le polyndme caractéristique de la
matrice B) ; alors

—oubien N(n;c)) =i et A €lag c,

— oubien N(n;cy) <i et A € lco byl
de sorte que 1’on connait un intervalle [a;, b,], de longueur moitié de celle du précédent,
dans lequel se trouve la valeur propre A

On détermine ainsi de proche en proche une suite d’intervalles emboités [ay, bil,
k = 0, tels que

A € lag, bkl et by—ap = 27K(by—ay), k =0,

de sorte que 'on peut effectivement encadrer 1a /-éme valeur propre 4; avec une précision
(théoriquement) arbitraire.



