SUJET 3

Travail demandé

Les candidats doivent étudier puis présenter le dossier joint & travers un exposé de
synthese d'une durée comprise entre 15 et 20 minutes.

Si I'étude de la totalité du dossier et la préparation d'un exposé cohérent dans la durée
impartie ne vous paraissent pas possible, vous pouvez décider de vous limiter a4 une partic
du dossier.

Remarques générales

Les textes proposés, quelle que soit leur origine, peuvent présenter des défauts (coquilles
typographiques, négligence ou sous-entendus de 'auteur, voire erreurs. .. ) qui, sauf excep-
tion, n'ont pas été corrigés.

Ils peuvent contenir des exercices qu’il n’est pas demandé de résoudre. Néanmoins, vous
pouvez vous aider des énoncés de ces exercices pour enrichir votre exposé.

Les documents fournis peuvent étre annotés. Ils seront récupérés, ainsi que vos sup-
ports d’exposé, a 'issue de examen. Il est important que les candidats sachent que leurs
¢éventuelles annotations ne seront pas lues par Uexaminateur et ne seront done pas prises
cn compte pour la notation.



La pyramide de Kheops et quelques
équations du quatrieme degreé

| Prologue

Dans un article publié dans 1’édition frangaise de
la revue australienne Nexus  , James Colmer présen-
tait une hypothese originale sur la fonction de la pyra-
mide de Kheops et sur ’existence présumée d’un en-
semble de galeries et chambres cachées, symétriques 3
celles connues. La démarche de J. Colmer, dans sa re-
cherche, passait par un tracé géométrique impliquant
une certaine valeur de I’angle formé par la face de
la pyramide avec sa base horizontale et la triple in-
tersection d’une circonférence avec deux segments de
droites spécifiques.

André Dufour, traducteur pour Nexus France et
architecte de métier, ayant eu la charge de traduire cet
article, s’apercut aprés avoir refait sur ordinateur le
tracé géométrique de J. Colmer que ce dernier était
faux. Cela n’enlevait rien & 1'intérét de 1’hypothese
de J. Colmer, objet principal de 1'article, mais po-
sait un probléme intéressant de géométrie. Aprés en
avoir fait une note de traducteur publi€ée simultané-
ment avec ’article traduit de J. Colmer, plusieurs lec-
teurs, F. De Ligt, J.-F. Pioche et I’auteur du présent
article, réagirent au probléme en fournissant des va-
leurs exactes pour I’angle mis en cause par le biais
de diverses méthodes calculatoires. Les calculs de
F. De Ligt et J.-F. Pioche ont été partiellement ras-
semblés et commentés par A. Dufour et publiés dans
une courte note

Par une démarche empirique, A. Dufour tenta une
construction graphique 2 1’aide d’un logiciel de des-
sin vectoriel afin d’obtenir la position du sommet de
la pyramide requise par la théorie de J. Colmer. Cette
approche, qu’il a soumise a 1’auteur, repose sur la

construction d’une courbe en polyligne lissée dont
T'intersection avec une droite adéquate fournit avec
une excellente précision la position du sommet re-
cherché. Il apparaitra ultérieurement qu’en fait deux
sommets conviendront. La figure 19 (qui est I'un des
deux graphiques principaux de cet article) correspon-
dant au sommet le plus bas est, & une symétrie prés,
le tracé initialement proposé par A. Dufour. En adap-
tant cette construction au cas du sommet le plus élevé,
on obtient dans le méme esprit le deuxieéme graphique
principal de ce travail, & savoir la figure 20.

Par une approche analytique, 1’auteur prouvera
alors que la construction d’A. Dufour est parfaitement
exacte. Il est intéressant de noter que, bien au-dela
d’un exercice de géométrie en apparence élémentaire,
ce probléme suscitera en fait une analyse mathéma-
tique particulizrement riche touchant 4 des domaines
diversifiés.

Tous les éléments des diverses correspondances
entre A, Dufour, F. De Ligt, J.-F. Pioche et ’auteur
sont rassemblés dans le présent article.

Il Description du probléme

On se donne un rectangle dont la base est le
double de la hauteur, un triangle isocgle dont la base
coincide avec celle du rectangle et un cercle de rayon
le quart de la base du rectangle, tangent 4 un c6té ver-
tical du rectangle et dont un diameétre est porté par un
cOté latéral du triangle (voir figure 1).

Le probléeme évoqué dans la section I consiste a
rechercher une position pour le sommet du triangle
qui produise une triple intersection entre une diago-
nale du rectangle, le cercle et la perpendiculaire au
diametre du cercle porté par le c6té latéral mentionné
du triangle (voir figure 1). Nous verrons qu’il y a deux
solutions possibles a ce probleme (voir figures 2 et 3).
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Figure 1. Données du probléme.
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Figure 2. La pyramide de Kheops (1).

Figure 3. La pyramide de Kheops (2).

Nous avons ébauché en pointillés sur les figures 2 et 3
I« étoile infinie » (de sommet S ou § ) mentionnée
par J. Colmer.

Dans ce travail, nous adopterons plusieurs ap-
proches : trigonométrique (section III), analytique
(section IV), puis algébrique (section V). Ces diverses
approches conduisent toutes a la résolution d’équa-
tions du quatritme degré dont les solutions ne sont
pas constructibles 4 la régle et an compas. Malgré
I’'impossibilité d’une telle construction, nous propo-
serons néanmoins une construction géométrique ori-
ginale qui fera 1’objet de la section V1.
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Figure 5. Egalité des pentes dans le triangle (ABC) (1).

On traite le probléme dans un cadre plus général
pour lequel les dimensions des objets considérés sont
quelconques. Les données et notations sont alors les
suivantes (voir figure 4).

Soit (ABCD) un rectangle de longueur AB = L
et de hauteur BC = [. On trace la diagonale (AC), on
place une origine O sur la base (AB). L’axe (AB) est
choisi comme axe des abscisses et sa perpendiculaire
en O comme celui des ordonnées. On considére en-
suite un cercle mobile de rayon R dont le centre Q
coulisse le long de 1’axe des ordonnées. Le point B est
situé & une distance bR > 0 de O et la diagonale (AC)
a pour équation y = ¢x + dR. On trace enfin une hau-
teur () 2 une distance —aR < 0 de O. On suppose
abzl.

Le cas de la pyramide de Kheops correspond aux
valeursa=b=1,c=1/2etd = 3/2.

Il Résolution trigonométrique

On cherche les angles 8 = ABO €10, /2] pour
lesquels la perpendiculaire 4 (2B) issue de Q coupe
simultanément le cercle C(Q, R) et la diagonale (AC)
en un point que I'on notera C’. Les sommets S re-
cherchés seront ensuite obtenus comme intersection
de (QB) et de (H). Notons que I’on retrouve 1’angle 6
en C’: 0 = B'C'Q, B’ étant la projection orthogonale
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Figure 6. Egalité des pentes dans le triangle (ABC) (2).

de C’ sur la base (AB) (figure 5) ou 6 = B"C'Q, B
€tant la projection de C” sur la droite (Q.B) parallle-
ment & (H) (figure 6).

En égalant les deux expressions BC/AB et
B'C’'/AB’ de la pente ¢ = I/L de la diagonale (AC),
on trouve, & I’aide des longueurs indiquées sur la fi-
gure 5, la relation cos8 + btanf = c(‘—: + sin6) qui
donne cos? @ + bsin# = ¢ cos sin 8 + d cos 6. On peut
écrire cette équation sous deux formes :

cos?@— dcosd = sin @ (ccos § — b)
ou
1 +bsind - sin®# = cos f (csin 6 + d).
La premiére équation implique
(cos® @ - dcos§)? = (1- cos? 6)(ccos 6 — b)?,
d’oti I’équation de degré 4 satisfaite par cos 8 :

(c2 + 1)cos* @ - 2(bc + d) cos® 8
+(b? - c* +d*)cos? 6 + 2bccosf — b2 = 0. (1)

La deuxiéme équation implique
(1 + bsin6 - sin? 6)? = (1 — sin® B)(csin 6 + d)?,
d’ofi I’équation de degré 4 satisfaite par sin 4 :
(c® + 1)sin® 6 — 2(b — cd) sin® 6 + B* - ¢
+d*—2)sin? 0 + 2(b - cd)sin6 + (1 — d%) = 0. (2)

De maniére analogue, la situation décrite par la fi-
gure 6 conduit 4 la relation b tan 8—cos @ = c(§~sin 8).
Cela revient formellement & changer b et d en leurs
opposés par rapport aux équations précédentes et 1’on
obtient

(c* + 1)cos* @ + 2(bc + d) cos® 8
+ (% - +d*) costH—2bccost—b* =0

et

(c® +1)sin* 6 + 2(b — cd) sin® 0 + (b* -
+d* —2)sin® § — 2(b — cd) sin 6+ (1 — d%) = 0.

Enfin, une fois les angles 8 trouvés, les hauteurs de
la pyramide répondant au probléme initialement posé
s’obtiennent par les ordonnées des sommets S :

ys = (a + b) Rtan.

Dans I’exemple de la pyramide de Kheops, les
équations précédentes s’écrivent respectivement

Scos*0F 16cos’ 0+ 12cos> @+ 4cosf—4 = 0,
et
5sin*6 ¥ 2sin® 6 + 4sin® @ + 2sinf - 5 = 0.
Maple fournit les valeurs numériques

cosf ~ 0.6164792130 et sing, ~ 0.7873711831
cos ) = 0.5289 114551 et sinf] ~ 0.8486770131

i

qui donnent les angles

4

6
i

]

0.906533 065 rd = 51° 56" 26",
1.013478912rd = 58° 04’ 05".

I

Les hauteurs respectives de chacune des deux pyra-
mides correspondantes (de sommets S ' et S ) valent
finalement, grice 3 y; = 2Rtan®,

Yo, ~2.554412758 R ety _ ~ 3.209 145898 R.
0 0

IV Résolution analytique

Plusieurs méthodes analytiques reposant sur des
équations de droite et de cercle sont possibles. Nous
en proposons deux ci-aprés.

IV.1 Premiére méthode

Le cercle C(£2, R) coulisse le long de I’axe des or-
données et la droite (Q2B) pivote autour du point B,
Soit F le point d’intersection de (AC) et de la perpen-
diculaire (L) & (QB) issue de Q : (QB) N (L) = (F}
lorsque (€2B) et (AC) ne sont pas perpendiculaires.
Soit ensuite S le point d’intersection de (Q2B) avec
(H) : (QB) N (H) = {S} (voir figures 7 et 8). Notons
y, ’ordonnée de Q.

Rappelons I’équation de (AC) : y = cx + dR. La
pente de (€2B) étant —y,, /(bR), I’équation de (QB) est
donnée par y = [y, /(bR)]x + y,, puis celle de (L) est
y = [(BR)/y,)x + y,. Les coordonnées (x,,y,) de F
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Figure 7. Intersection de (AC) et (L), position haute de F.
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Figure 8. Intersection de (AC) et (£), position basse de F.

vérifient les relations y, = cx.+dR = [(bR)/y,1x,+y,
qui donnent

y% — dRy, cy?, — bdR?
= cy, —bR’ Yr = ¢y, — bR

La condition de triple intersection s’énonce selon F €
C(Q,R), soit x2 + (y, — y,)* = R%. Cette équation
équivaut, en remplacant x, et i, par leurs expressions
ci-dessus, 2

W2 + B*R*)(y, - dR)* = (cy, — bR)*R*.

On arrive finalement & I’équation de degré 4 d’incon-
nue y,

Yo —2dRy} + (0% - ¢* + dOR*Y?
—2(bd - bRy, + (d* - DP*R* =0  (3)

dont la contre-partie trigonométrique, & rapprocher
des équations (1) et (2) en cos 4 et sin @, est obtenue
alaidedey, = bRtan6:

b?tan* 0 — 2 bdtan® 6 + (b - ¢* + d*)tan® 6
~2(bd —c)tan 6 + (d> - 1) = 0.

On tire ensuite les ordonnées des sommets correspon-
dants, notés S et § 5 » & I'aide de la relation d’homo-
thétie y, = [(a + b)/bly,,. qui répondra finalement au
probléme posé (voir figures 9 et 10).
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Figure 9. Premiére solution.
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Figure 10. Deuxi¢me solution.

Dans le contexte de la pyramide de Kheops, les
deux équations précédentes s’écrivent

4y} - 12Ry} + 12R*2 -8R, +5R* = 0
et
4tan* 9 - 12tan® 0 + 12tan? 6 — 8tan &+ 5 = 0. (4)
Maple fournit les valeurs numériques
tan g} ~ 1.277206 379 et tand; ~ 1.604 572949

puis les angles correspondants (identiques 4 ceux ob-
tenus dans la section III)

67 ~ 0.9065330661d et 6 ~1.013478912rd.

IV.2 Deuxiéme méthode

D’autres méthodes analytiques équivalentes 4 la
précédente pourraient étre envisageables. La suivante
requiert plus de calculs que la premiére méthode, mais
nous suggérera une construction géométrique pour si-
tuer les sommets recherchés.

Le cercle C(Q,R) coulisse le long de I'axe des
ordonnées. Soient E* et E~ les points d’intersection
de C(Q, R) avec (AC) : C(Q3,R) N (AC) = {E*,E™},
ce qui suppose que le cercle se déplace entre deux
positions tangentes 2 la diagonale (AC), positions
extrémes pour lesquelles E* = E~. Les segments
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Figure 11. Intersection du cercle et de la diagonale.

[Q, E*] et [Q, E7] coulissent le long des deux glis-
sitres portées par I’axe des ordonnées (Oy) et la dia-
gonale (AC) a I'instar d’une porte de garage (4 glis-
siéres qui ne seraient pas d’équerre). On trace les
perpendiculaires (K*) et (K™) issues de Q a (QE*)
et (C2E™) respectivement, puis on note S* et S~ les
points d’intersection respectifs de (H) avec (K*) et
() : (H)N(K™) = (S*} et (H)N(K ) = (S} (voir
figure 11).

On cherche les centres QF et Q_ pour que (K™*) et
(K") passent par B (pas simultanément). Les sommets
recherchés seront notés § " et S .

Les équations de (AC) et C(Q, R) étant respective-
ment y = cx + dR et x> + (y — y,)* = R?, la recherche
des points d’intersection E* et E revient i résoudre

(+1)2 -2 c(y,—dR)x+[y2 -2 dRy, +(d*~1)R?] = 0.
Le discriminant de cette équation est

A = (* - d* + 1)R* + 2dRy, -y
= (¢* + DR? - (y, — dR)*.

Il est positif ou nul pour les valeurs de y,, comprises
entre (d — Ve2 + DR et (d + Ve? + 1)R, ces deux va-
leurs étant associées aux positions extrémes du cercle
tangentes a (AC). Les solutions sont

ey, —dR) + VA
& c2+1 '
c(y, —dR) — VA

ST aer W

&)

et les y correspondants (y = cx + dR) sont donnés par

_ Py +dR+cVA

Yer c2+1 g 2
2y, +dR - c VA
e =T asT "

Le vecteur QF (on notera E pour E* ou E~ indiffé-
remment) ayant pour coordonnées (x, ¥, —y,), 1a per-
pendiculaire (K’) (on notera également (K) pour (K*)
ou (7)) a (2E) passant par € a pour équation

XX+ (Yp — Yo )y — Yo) = 0. ©

Le point d’intersection § de (K) avec l'axe (H)
d’équation x = —aR a alors pour ordonnée y, =
Yo + (xzaR)/(y; — y,). Les ordonnées des sommets
S* et S~ associés aux points E* et E~ ont ainsi pour
expressions, au vu de (5), (6), (7) et (8) :

y2 — (ac + d)Ry, + acdR® — (cy, + aR) VA

y+_ ?
g yn—dR—c'\[E

y% — (ac + )Ry, + acdR? + (cy, + aR) VA
Y._=
s ¥y —dR+cVA

Les sommets § recherchés de la pyramide sont les
points pour lesquels la droite (%) passe par le point B
de la base rectangulaire. Reportant les coordonnées
(bR, 0) de B ainsi que la relation y, = cx, + dR dans
I’équation (9) de (X)), on est amené a résoudre 1’équa-
tion (cy, — bR)x, = y - dRy, d’inconnue y,. En
utilisant les expressions (5) et (6) de X,., cela donne
les équivalences ci-dessous ;

(cyq - bR)[c(y, — dR) = VA]
= (% + 1)(y2 - dRy,)
= (* + D2 - dRy,) - c(cy, — bR)(y, — dR)
=+ (cy, — bR) VA

— (yﬁ + (bc - d)Ry,, - bedR?)?
= (Yo — bRY*(—y2 + 2dRy,, + (¢* — d* + DR?)

=y} - 2dRy} + (" - & + AHRYP
—2(bd - 0)bR%y, + (d* — )H*R* = 0.

On retrouve ainsi I’équation (3) obtenue dans la sous-
section IV.1.

V Approche algébrique

Dans cette section, nous nous intéressons au cas
particulier de la pyramide de Kheops et prouvons que
les deux sommets S et S ne sont pas constructibles



a la régle et au compas. Pour cela, nous invoquons
une propriété que ’on peut trouver dans le livre de
J.C. Carréga  (exercice 24) et qui s’énonce comme
suit :

Si un polynéme de degré 4, sans terme de degré 3,
a coefficients rationnels, ne peut étre décomposé en
un produit de polyndmes non constants & coefficients
rationnels et si son polynéme résolvant ne peut non
plus étre ainsi décomposé, alors les racines du poly-
ndme initial ne sont pas constructibles a la régle et au
compas.

Nous considérons ici 1’équation (4) réécrite, en
posant tan 8 = x, selon

4x 122 +122-8x+5=0. (10)

Dans la sous-section V.1, nous construisons 1’équa-
tion résolvante associée 4 (10) A partir de laquelle,
couplée avec (11), nous déduirons la propriété de

rex x

sous-section V.2, nous présentons, par souci de com-
plétude, la résolution totale de 1’équation (11).

V.1 Equation résolvante

En effectuant la translation adéquate x = y + 3/4,
on transforme (10) en I’équation sans terme de degré 3

256 y* — 9647 — 224y + 125 = 0. [¢8))

Introduisons les fonctions symétriques élémentaires
des racines yy, 42, 43,44 de (11) :

o1 =ty ty3tiyy,

02 = YiY2 Y143 + Y1ya + Yaly3 + Yaya + y3ys,
03 = Y1y2y3 + Y1Y244 + Y143y + Yay3ya,

T4 = Y1Y2Yy3y4.

Iciog) = 0,07 = —96/256 = -3/8, o3 = 224/256 =
7/8, o4 = 125/256. Introduisons également les quan-
tités (classiques dans la théorie de 1’équation du qua-
trieme degré), en tenant compte de la relation o = 0,
suivantes :

z = —( +y2)Ws + ya) = (1 + y2)%,
22 = = +y3)y2 +ya) = (1 + y3)%,
z3 = —(y1 +ya)y2 + y3) = (Y1 + ya)>.

On a clairement

3
1+ +z3=-209 = Z

Ensuite, en écrivant

W1+y2)y1+y3) = y1(y1 +y2+y3)+y2ys = yays—yiya
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ainsi que, de manitre analogue, (y; + y2)(y1 + Ya) =

Yaya — Y1y3 et (y1 + y3)(y1 + y4) = yays — y1y2, on
obtient

222 = Y + yay; — 204,
223 = Yiy3 + Y3u; — 204,
223 = Yoy + y%yi - 204,
puis
29
2122 + 2123 + 273 = 05 — 4oy = “5%

Enfin, observant que

(1 +y2)(y1 +y3)y1 + ya)
= Y11 + Y2 +y3 +ya)
+y1y2y3 + Y1yaya + Y1Ysys + Y2434
= 03, (12)

on trouve immédiatement

49
UDB =03 = —
12223 356
Par conséquent, les nombres z,z2,z3 sont les solu-
tions de I’équation résolvante (de Descartes) associée
a(l1)

647 —4872 —116z-49 = 0. (13)

Cherchons & présent si (13) admet une racine de
la forme r/s avec r, s deux entiers premiers entre eux
ets>0:

641 - 4825 — 116 rs* — 49 5° = 0.

On voit que r doit diviser 49 = 72 et que s doit
diviser 64 = 25, donc r € {£1,+7,£49) et s €
{1,2,4,8,16,32,64}. 1l est facile de vérifier qu’au-
cune des 42 fractions ainsi obtenues n’est solution
de (13), donc le polyndme contenu dans (13) ne peut
pas se décomposer en le produit d'un polyndme de
degré 1 et un de degré 2 a coefficients rationnels.

Cherchons ensuite si (11) admet une racine de la
forme p/q avec p, g deux entiers premiers entre eux et
g>0:

256 p* - 96 p?q* - 224 pg® + 1254* = 0.

L’entier p doit donc diviser 125 = 52 et g doit di-
viser 256 = 2% donc p € {x1,%5,+25,+125)
et g € {1,2,4,8,16,32,64, 128,256}. Aucune des
72 fractions candidates ne convient, donc le polynéme
contenu dans (11) ne peut pas se décomposer en le
produit d’un polynéme de degré 1 et un de degré 3 2
coefficients rationnels.
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Il reste & voir s’il pourrait se décomposer en le
produit de deux polyndmes de degré 2 & coefficients
rationnels. Une telle décompostion s’écrirait

256y* - 967 - 224y + 125
=256(y* — a1y + BY* — a2y + ).

pour des rationnels a,81,a,58;. En identifiant, on
trouve ay = —aq, ajaz + B + B = -96/256 = -3/8,
1Pz + aaffy = 224/256 = 7/8 et 15, = 125/256.
De ces relations, on tire @; = —a; = « disons, puis
B1+B2 = a®>—-3/8 et B; — B2 = —=7/(8a). On en déduit
que

1 3 7, 87-32-7
A =pl e T
et a3
Irg 3. Ty SP—8a+7?
Bl -t T —

En reportant ces expressions dans la relation §18; =
125/256, on obtient I’équation de degré 3 pour o sui-
vante :

6405 -480a* — 1160% - 49 = 0. (14)
Remarquons que I’équation (14) n’est autre que la
version tricarrée de 1'équation résolvante (13) (qui
n’a pas de solution rationnelle) et donc le polynéme
contenu dans (11) ne peut pas se décomposer en le
produit de deux polyndmes de degré 2 i coefficients
rationnels.

La propriété de non constructibilité 4 la régle et au
compas est finalement prouvée.

V.2 Résolution compléte

La translation adéquate z = w + 1/4 trans-
forme (13) en I’équation de degré 3 sans terme de de-

gré 2
w —2w-5/4=0.
La méthode de Cardan fournit les solutions

w) = u+tv,

wy = uj+v}=—-;—[(u+v)—i\/§(u—u)],
w3 = uj+uj= —%[(u+v)+i\/§(u—u)],

ol u et v vérifient le systéme > +0° = 5/4 et uv = 2/3,
ce qui donne

3

135+ 3v489 ~

135-3v489 =

0.9768445 587,

3

0.6 824 695 506.

D= ] =

Rappelons que z1 = (1 + )% 22 = (1 + y3)%,
73 = (Yo +y3)% iciavec zp = wp + 1/4, 1 <k < 3. Les
Y1, Y2, Y3, Y4 sont donc solutions du systéme y; + y2 =
L y1+y3 =0, y2 +y3 = 30041, &, £3 sont des ra-
cines carrées de z;, 72, z3 respectivement, le choix des
signes de celles-ci devant satisfaire une contrainte qui
va €tre précisée ci-dessous. En effet, se référant 4 (12),
on trouve que

W1 + y2) + y3)(yz + y3)
= =@y + y2 )y +y3)y1 +ya) = =7/8

et la condition sur les signes de 1,3, {3 est {18283 =
—7/8 Rappelons maintenant que les racines carrées
d’un nombre complexe & + iy sont

I\f §" ﬂ2+§ +lsgn(n)\f §2+772 -¢ \

Posons alors p = |z3] = |z3]. On a, puisque uv = 2/3,

= u? +0* - —— - =~ 0.4009947 843.

On choisira par exemple (on vérifie que {14243 < 0)

é’l:— u+U+1/4,
=%[\/2p—(u+v—1/2)+i\/29+(“+”_1/2)]’

=%[¢2p—(u+u— 1/2)—iy20+@+v— 1/2)].

On a alors les égalités {5 +{3 = \/Zp —(u+v-1/2)et
& — & = i+/2p + (u + v —1/2), et enfin les solutions
de (11) s’écrivent (on fera aprés x, = y; + 3/4, 1 <
k < 4, pour récupérer les solutions de (10))

1
= 5((1"‘@'2—{3)

= %[—\/u+u+1/4+1'\/2p+(u+u—1/2)J,

1
Y2 = “2'(51—é'2+§3)

= é[—\/u+u+1/4—i\/2p+(u+u—1/2)],

1
ys = E(—é + 4+ {3)

= %[\/M+U+I/4 + \/Zp—(u+v—1/2)J,

1
Yg = -2-(-é'1 - —{3)

= -;-[\/u+v+1/4 - \/Zp—(u+v—1/2)].



Maple donne les valeurs numériques de £1, 2,83 :

&1 =~ 1.381779327,
{2 ~ 0.1636832850+0.77874852981,
{3 ~ 0.1636832850—-0.7787485298,

puis celles des solutions de (10) :

x1 = 0.0591103365 + 0.7787 485298,

x2 = 0.0591103365-0.7787485298i,
x3 = 1.604572948,
x4 = 1.277206378.

VI Une construction géométrique

Malgré I'impossibilité de tracer les sommets S
et S a la régle et au compas, nous proposons une
construction originale permettant d’obtenir empiri-
quement ces points comme intersection d’une certaine
courbe que nous précisons ci-dessous avec une droite
bien spécifique.

En reprenant les notations de la section III, on
écrit la tangente des angles 6 associés aux sommets
§%* de deux facons :

ysat yng
an by = T BR - BR

qui fournit 1’égalité des rapports (c’est aussi le théo-
reme de Thalgs !) Ygs /yng = (a + b)/b, soit encore
0

(3
Yss =\ T 5 Mas

En utilisant les résultats de la sous-section IV.2 (voir
les ordonnées de y,, ), cette observation se formule se-

lon f*(y) = g(y) ot 'on a posé f*(y) = f*(y)/ ()

avec

= ¥ — (ac + d)Ry + acdR®
%(cy + aR) 4[( — & + DR® + 2Ry - 2

) = y—a?fiE:Fc\/(t:'2 —d? + 1)R? + 2dRy — y*

et

9y) = (1 * g)y.

Notre construction repose précisément sur les équa-
tions f*(y) = g() et f~(y) = g(y), lesquelles re-
viennent a chercher graphiquement les points d’inter-
section des courbes représentatives de f* et f~ avec
la droite associée & g. Notre méthode de construction
consiste alors & tracer les courbes f*, f~ et g selon le
procédé décrit ci-dessous.

(H) Y
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positions des S

B O’ positions des @ ¥

Figure 12. Courbe représentative de f.

— Nous référant 2 la méthode exposée dans la

sous-section IV.2, nous tragons une succession
de segments de longueur R dont les extré-
mités inférieures coulissent le long d’un seg-
ment vertical [Q, Q)] et les extrémités supé-
rieures le long d’un segment oblique [Q;', G*].
Le point Q7 est I'intersection de I’axe (Oy) et
de la diagonale (AC), et les points Q et G*
se trouvent a la distance R de Q7 Q7 étant si-
tué sur (Oy) au-dessous de Q} et G* sur (AC)
a droite de Qf (voir figure 12). Les extrémi-
tés inférieures sont les centres successifs Q des
cercles coulissants et nous choisissons leurs
ordonnées y, régulierement espacées. Nous
rabattons alors en abscisses i 1’aide d’une rota-
tion d’angle droit (—7/2) sur un graphique pa-
ralléle de repére (O’ x'y’) les ordonnées succes-
sives y,. Les ordonnées y,, des sommets S*
associés aux  selon la méme méthode du IV.2
(rappelons que les §* sont les intersections de
la hauteur () avec les perpendiculaires is-
sues de 2 aux segments coulissants) sont re-
portées en ordonnées sur ce nouveau graphique.
Ce procédé fournit un échantillon de la courbe
représentative de f* (voir figure 12), appelée
polyligne en CAQ. Nous construisons de ma-
niere similaire la courbe représentative de f~ a
partir d’une succession de segments coulissant
entre un segment vertical [, Q] et un seg-
ment oblique [Q],G7]. Dans ce dernier cas, Q7
est I'intersection de (Oy) et (AC), puis Q et G~
se trouvent 2 la distance R de Q, Q. étant sur
(Oy) au-dessus de Q" et G sur (AC) a gauche
de Q7 (voir figure 13).

Ensuite, nous construisons la droite associée i g
en rabattant la distance horizontale (a+b)R (dis-
tance entre le point B et la hauteur (H)) en



~
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positions des S

B o positions des O~ x’

Figure 13. Courbe représentative de f~.

(H) e —

d(q+0)

o ‘B o X
bR . bR
(a+b)R

Figure 14. Construction de la droite de pente 1 + a/b.

y y
LN A 3\ /g
: s: ; \
Ysg i
o Yoy ¥ o Yo ¥

Figure 15. Construction des sommets S et § .

une distance verticale par une rotation d’angle
droit (—m/2) sur le méme graphique paralléle
(O’x'y’), ainsi que la distance horizontale bR
(distance entre O et B) par une rotation d’angle
plat (—7) pour cette derniere (voir figure 14).

— Enfin, les intersections des courbes représenta-
tives de f* et = avec la droite d’équation g
fournissent les sommets S;' et 7 (voir fi-
gure 15).

¥ (H) Y
1R/2 -~ - - - XIR/2
3R I } - - ®3R

R =
A
I\
Lk
o | (¢] _P*
0 R2 iRz X -R 0 R2 X

Figure 16. Cas de la pyramide de Kheops : symétrie.

y'
TR/2
I’
3R e —
5Rj2 F— =
OI
0 3R/2 SRz X'

Figure 17. Cas de la pyramide de Kheops.

(H) Y
LIR/2
\
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-5R/2 -R 0 x

Figure 18. Cas de la pyramide de Kheops : translation.

Nous avons jugé intéressant et esthétique d’in-
clure la construction ainsi décrite au graphique initial,
comme cela nous a été suggéré par A. Dufour. Cela
donne les graphiques des figures 19 et 20 illustrant le
cas de la pyramide de Kheops. Nous détaillons davan-
tage la construction de S et S dans ce demier cas.
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Figure 19. La pyramide de Kheops, premiére construction.

Les fonctions fli et f* prennent alors la forme
particuliére

3
2f*(y) = 24> - 4Ry + 5R2

F(y +2R) +/—y* + 3Ry — R?,
2f(y) = 2y—3RF /-y> + 3Ry — R%.

— Premiére construction. Le cercle mobile cou-

lisse entre deux positions correspondant aux
centres Q¥ d’ordonnée R/2 et Q7 d’ordon-
née 3R/2. Pour cette situation, il nous semble
préférable de rabattre les ordonnées y,, (nous
avons choisi une vingtaine de graduations

équidistantes) sur le segment, noté [0, Q1
d’équation ¥y = R/2 compris entre la hauteur
(H) et I'axe (Oy) par une rotation de centre
Qf et d’angle +7/2 (voir figure 16), angle op-
posé a celui de la construction générale décrite
ci-dessus (voir figure 12). Le pied de la droite
oblique se trouvant en @’ sur la figure intermé-
diaire 16, dessin de gauche, & la distance R/2 a
gauche de la premiere graduation se retrouve en
P, i la distance R/2 4 droite de O sur la figure
initiale 16, dessin de droite. De plus, la droite
oblique et la courbe d’intérét se retrouvent in-
vers€es sur ce dernier dessin. Nous obtenons
ainsi le graphique de la figure 19.
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Figure 20. La pyramide de Kheops, deuxiéme construction.

— Deuxiéme construction. Le cercle mobile cou-
lisse entre deux positions correspondant aux
centres Q d’ordonnée 3R/2 et ()" d’ordonnée
SR/2. Dans ce cas, nous rabattons les ordon-
nées y,, sur le segment d’équation y = 5R/2,
noté [Q,Q], compris entre () et (Oy) par
une rotation de centre Q" et d’angle —x/2. Le
pied de la droite oblique se trouvant en () 2 1a
distance 3R/2 & gauche de la premiére gradua-
tion sur la figure intermédiaire 17, se retrouve
i présent en P, i la distance 3R/2 a gauche de
(‘H) sur la figure initiale 18. Cela conduit fina-
lement au graphique de la figure 20.

On pourra enfin noter que la droite associée 4 g,
qui a pour équation y = 2x, est exceptionnellement

perpendiculaire 4 'une des diagonales du rectangle
(ABCD).

VIl Epilogue

Nous terminerons la rédaction de cet article en re-
produisant (avec son aimable autorisation) le dernier
paragraphe de ’encadré écrit par A. Dufour dans le
numéro de Nexus succédant 4 la publication de 1’ar-
ticle de J. Colmer

En conclusion, je crois important de rappeler ce
que j'écrivais dans le n° 42 de Nexus : ce petit jeu ma-
thématique s'inscrit en marge de Uarticle de Colmer,
mais n’a rien & voir avec son hypothése de dédou-
blement des galeries et chambres de la grande pyra-
mide, qui demeure passionnante. Cela n’a pas davan-
tage & voir avec le vrai angle du triangle directeur



de la pyramide, dont la valeur n’est ni 51° 56’ 26", ni
les 51° 51’ 14" proposés par Colmer. Quant a ’angle
de 51°49' 53" résultant des mesures en coudées rap-
portées par Matila Ghyka, 14 aussi un doute subsiste
toujours, car les documents anciens font état de plu-
sieurs « coudées » variant de 44,4 cm ¢ 59,2 cm, la
coudée royale égyptienne se situant a peu prés a mi-
chemin entre ces extrémes. Or des recherches récentes
et en cours conduisent a se demander si la pyra-
mide attribuée a Khéops n’est pas en réalité beaucoup
plus ancienne, produit d’une civilisation disparue trés
avancée... Il est temps que establishment scientifique
accepte de mettre en question ses vieux paradigmes.
Affaire a suivre.
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